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Séries de Fourier

Polynomes trigonométriques

Exercice 1 [00944] [correction]

Exprimer la fonction 6 ~ sin?" @ sur la base (ex)rez (avec ey, : 0+ e

En déduire la valeur de /2
I, = / sin?” 6d0
0

Exercice 2 [00945] [correction]
Soient ag,a,...,axy € R non tous nuls et

N
P(z) = Z apz®
k=0

a) Etablir

b) En déduire que

NN L. N
M < a?
Zzn—i—m—i—l\ kZ:ok

n=0m=0

Exercice 3 Mines-Ponts MP [ 02877 [correction]
On pose, pour n € Net z € R : p,(z) = (1 4 cosz)™ puis

Pn()
nl\T) = 7
a) Montrer que pour tout § € ]0, [,
5
lim gn(t)dt =1

n—-+oo =5
b) Soit f: R — R 27-périodique et continue. On pose
i) = [ a5 -0

Prouver la convergence uniforme sur R vers f de (gy,).
¢) Quel résultat redémontre-t-on ainsi?

ik@).

Exercice 4 X MP [o03042] [correction]
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) CU ou U ={z € C/|z| = 1}.

Comportement asymptotique des coefficients de
Fourier

Exercice 5 [00946] [correction]
Soit f : R — C une fonction 27 périodique et continue par morceaux.
Montrer la convergence de la série

3 \Cn7(lf)|

Exercice 6 [00947 ] [correction]

Soit f : R — C une fonction 2m-périodique continue.

a) Montrer que si f de classe C! alors ¢, (f) = o(1/n) quand |n| — +o00

b) Etablir que si ¢, (f) = O (1/|n|") quand |n| — 400 avec a > 2 alors f est de
classe C*.

Exercice 7 [00948] [correction]

Soit f : R — R une fonction 2m-périodique continue.

a) Montrer que si f est de classe C? alors c|,(f) = o (1/nP).

b) Inversement justifier que si ¢, (f) = O (1/np+2) alors f est de classe CP.

Exercice 8 [00949 ] [correction]
Soit f : R — C 27 périodique.
On suppose qu'il existe a > 0 et M € RT vérifiant

Vo,y € R, [f(z) — f(y)] < M|z —y|*

a) Pour a € R et n € Z, exprimer

2m
f(t+a)e ™ dt
0
en fonction de ¢, (f).
b) Montrer qu’il existe u € R vérifiant

1
Vn e Z|en(f €
|
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Exercice 9 [00950] [correction]
Soit f : R — C continue et 2m-périodique.
Montrer que f est constante si, et seulement si, Vn € Z*, ¢,(f) = 0.

Développement en série de Fourier

Exercice 10 [ 00951 ] [correction]
Soit f une fonction continue 27 périodique. On suppose que la série de Fourier de
f converge uniformément. Montrer que celle-ci converge vers f.

Exercice 11 [o00952 ] [correction]

Soit f : R — R la fonction régularisée, 27 périodique, impaire, constante égale a 1
sur |0, [

a) Calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques.

b) Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier vers f.

¢) En déduire

t -
p+1° pz(2p+1)2

d) Calculer

+oo
1 (=n"
n2 et Z n2
n>1

n=1

Exercice 12 [00953] [correction]
Soit f : R — R l'application 27 périodique, paire, telle que

Vo e (0,7, f(z) =2

a) Calculer la série de Fourier de f.
b) Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier de f.
¢) Déterminer

*2” 1 i" 1
2 et 4
= (2k+1) — (2k+1)

d) En déduire

+oo 1 +oo 1
Dot )
n=1 n=1

Exercice 13 [03176] [correction]
Soit f : R — R la fonction paire, 27m-périodique, définie par

f(t):{ 4z? — 2 siz e [0,m/2]

8xm — 312 — 422  sinon

a) Montrer que f est de classe C! et calculer exprimer sa dérivée.
b) Calculer les coefficients de Fourier trigonométrique de la fonction f.

c¢) En déduire la valeur de
+ n
— (2n+1)°

Exercice 14 [00954] [correction)]
Soit f : R — R la fonction 27 périodique définie par

f(2) = [cos a]

a) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
b) En déduire la valeur

+Z°° (71)n+1
2 _
= dn 1

Exercice 15 [ 00955 ] [correction]
Soit f: R — C, 2m-périodique, impaire et vérifiant

T—t

2

sur 10, 7]

ft) =
a) Justifier que f est développable en série de Fourier et former ce développement.
b) En déduire la convergence et la valeur de
“+o0

Z sinn
n

n=1

¢) Calculer
400 1

D2

n=1
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Exercice 16 [00956 ] [correction] b) Calculer les coefficients de Fourier a,, et b, de f(z) = cos(ax) définie sur
Soit la fonction f: R — R 27 périodique définie par [—7, 7] avec o € R\Z.
¢) Sur quel domaine f coincide avec son développement en série de Fourier ?

Vo € |-m, ], f(z) =€ d) En déduire une expression de S(t).

a) Calculer les coeflicients de Fourier exponentiels de f.

b) En déduire la valeur des sommes . .
Exercice 20 [00960] [correction)]

Jf (=1)" . +Z°° 1 Existe-t-il une suite (a;,) de réels telle que
e
n=0 n2 + 1 n=0 ?12 + 1 oo
Vt € [0,7],sint = Z oy, cos(nt)?

n=0

Exercice 17 [00957 ] [correction]

Soient v € R\Z et f : R — R la fonction 27 périodique définie par
Exercice 21 [o00961 ] [correction)]

f(z) = cos(az) sur |—m,n La série de Fourier de la fonction f paire 2m-périodique qui vaut /x pour

, . . . x € [0, | converge-t-elle uniformément ? Que vaut sa somme ?
a) Déterminer les coefficients de Fourier a,, et b, de f. [0, ] & Q

b) En déduire les valeurs des sommes

400 (—1)nL oo Exercice 22 Mines-Ponts MP [ 02883 ] [correction]
Z ———— et - Soit o un réel non entier.
o TG =T a) En utilisant la fonction 27-périodique coincidant avec x — cos(ax) sur [—m, 7,
¢) En déduire enfin la valeur de calculer +o00 (—1)"
+oo 2 B
Z 1 1420 Z a2 — n2
n2 n=1
=1
" b) En déduire
S (D"
Exercice 18 [00958 ] [correction] 2
Soient o € R* et f : R — R la fonction 27 périodique définie par f(z) = ch(ax) n=1
sur |—m, 7). c¢) Ici 0 < a < 1. Montrer que
a) Déterminer les coefficients de Fourier a,, et b, de f.
4 : “+o0 toc—l T
b) En déduire les valeurs des sommes dt —
0 1+1¢ sin am
+oo “+oo
> v e
n2 + 042 'I’LQ + Oé2 . ) )
n=1 n=1 Exercice 23 Mines-Ponts MP [ 02884 ] [correction]

Soient @ € R\Z et f, l'unique fonction 27-périodique de R dans R telle que pour
tout © € [—m, 7], fo(x) = cos(ax).

a) Calculer les coefficients de Fourier de f,.

b) Montrer que

Exercice 19 [00959 ] [correction]
a) Domaine de définition de

0= g SRR
B =k — 2 ' sin(am) n? — a2

n=1
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¢) Si 0 < a < 1, montrer que
+o0o yJa—1
t
/ dt = —-
o 14t sin(am)

Exercice 24 Mines-Ponts MP [ 02885 ] [correction]
Soit a > 0, x réel. On pose

+o0o 1

J@) = Z a? + (z — 2nm)?

n=-—oo

a) Montrer que f est définie sur R et étudier sa parité.
b) Montrer que f est développable en série de Fourier.
¢) Calculer, en utilisant un logiciel de calcul formel, I'intégrale

+oo
t
/ cos a
oo D212
d) En déduire les coefficients de Fourier de f.
e) Exprimer f a laide des fonctions usuelles.

Exercice 25 [03227] [correction]
Soit f : R — C, 2m-périodique, impaire et vérifiant
T—x

2

O<z<m= flz)=

a) Calculer

= sin(nz)
S@) =2
n=1 n
b) Soit g : R — C, 27-périodique, impaire, continue et définie par
g est affine sur [0,1] et Va € [1,7],g(x) = S(z)

Démontrer

+oo . 2 +oo .
Z smn - Z smn
n n

¢) Que vaut

Applications des séries de Fourier

Exercice 26 [ 00969 ] [correction)]

Soient f,g: R — C 2w-périodiques, continues et paires. Pour tout = € R, on pose

+oo
h(z) = M + Z an(f)an(g) cos(nz)

Justifier que h existe, est continue et calculer ses coefficients de Fourier réels.
Etablir que

1l < 211f Ml 19/l

Exercice 27 [00970] [correction]
Pour 6 € ]0, [, calculer de deux maniéres la partie réelle de

—+o00

(2

n=0

tnei(n+1)0> dr

afin d’en déduire

+

ZO:O cosnf
n

n=1

Exercice 28 X MP [00418] [correction]
a désigne un réel de intervalle 0, 7| et f la fonction 27 périodique définie sur

|-, 7] par
1 sz <
@)= { 0 sinon

a) Etudier la série de Fourier de f ainsi que sa convergence.
b) Que vaut la somme de cette série pour z = 0, pour x = «?

c¢) Calculer
+oo

Z s1nn(2na)

n=1

d) Justifier et calculer
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Exercice 29 [03099] [correction]

a) On note g la fonction 2m-périodique définie par g(t) = = — ¢ sur [0, 2.
Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de g.

b) Soit f: R — R une fonction continue, C! par morceaux et 2m-périodique.
Montrer que

400 bn(f) B 1 2w B
> = / (m — 1) f(t)dt

n 2

c¢) Etablir que l'identité est encore vraie pour f seulement continue par morceaux.

Exercice 30 Mines-Ponts MP [ 02886 ] [correction]
Soit f € C1(]0, 7], R) telle que

F(0) = f(m) = 0 et /wa@:l

Montrer qu'il existe une suite réelle (a,)n>1 telle que

“+o0 “+o0
2 a
a? == et Vo€ [0,n], f(z) = —— sin(nx
T?:l - [0, 7], f () n§=1 - sin(na)

Exercice 31 Centrale MP [03250] [correction]
Soit f la somme sur C de la série entiére

Qnp
>

n!
n=0

supposée de rayon de convergence R = 400.
Pour r > 0, on pose

M(r) = sup |f(z)]

|z|=r
et on suppose 'existence de
In M (r
(= lim 2M0)
r—+400 T

a) On suppose que £ > 1. Montrer la divergence de la série > a,,.
b) En utilisant les coefficients de Fourier de I'application t +— f(re’’), montrer

n!

o

|an| < M(r)

¢) En déduire que, si £ < 1, la série 3 a,, converge.

Exercice 32 Centrale MP [ 03257 ] [correction)]
f désigne une fonction réelle continue et 27 périodique sur R.
a) Démontrer que la suite de fonction (F,),>1 définie par

Fae) = [ s ofoa

converge vers une fonction F'.
On précisera la définition de F' en fonction de f ainsi que le mode de convergence
de la suite (F,)n>1
b) Démontrer
IF|l. < F(0)

Développement trigonométrique
Exercice 33 [00962] [correction]
Soit t € |—1,1[. Former le développement en série de Fourier de la fonction

sinx

T —
1 — 2tcosz + t2

Exercice 34 [00964] [correction]
Former le développement en série de Fourier de

Ccos T

x +— e“% cos(sin x)

Exercice 35 [ 00966 ] [correction]

Pour |z| < 1, calculer
4 1-— t
/ O cos(nt) dt
o 1—2zcost+ 22

Exercice 36 [00968] [correction)]

Calculer
+§ (_1)pcos(2p + Dz
= (2p+1)!
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Exercice 37 [03326] [correction]
Soit la fonction f: R — C 2m-périodique donnée par

ft) = e

a) Déterminer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

b) Etablir
27 “+oo 1
2cost
e dt =27
/ 2 Ty

Noyau de Poisson

Exercice 38 [03093] [correction]
[Noyau de Poisson]

Soient r € [0,1] et § € R.

a) Calculer

“+oo
§ ezner\m
n=—o0

b) Déterminer la série de Fourier trigonométrique de la fonction

1
|—>—
1—2rcost + r2

friot

Exercice 39 [00963 ] [correction]
a) Soit x € ]0,7[. Former le développement en série entiere en 0 de

1—¢2

by ——
1 — 2tcosx + t2

b) En déduire le développement en série de Fourier de

CcoS &
T ————
1 —sinacosx

pour o € |—7/2,7/2].

Exercice 40 [o03102] [correction]
Soit f : R — C une fonction 27-périodique et continue de coefficients de Fourier
exponentiels ¢,, n € Z.

a) Soit r € ]0, 1[. Déterminer une fonction g, : R — C vérifiant

00 1 7
S o= o | g
_ T Jor
n=—oo
b) Montrer que la fonction g, est & valeurs réelles positives.
¢) On suppose
Yn€Z,c, € RT

Montrer que la série de Fourier de f converge. Que vaut sa somme ?

Exercice 41 Mines-Ponts MP [ 02887 ] [correction]
Soient r € ]0,1[ et E 'espace des fonctions continues 2m-périodiques de R dans C.
a) Montrer qu’il existe une fonction P, € F telle que : pour tout f € FE et x € R,

> e, (f)em = L/ FO)P(x—t)dt

2
neZ -

[ : Py (t) dt

lim Z Tln‘cn(f)eim

—1-
" nez

b) Calculer

¢) Calculer

Exercice 42 [03328] [correction)]
Pour r € ]0,1[, on définit la fonction k¥ : R — R par

+oo
k(z) =142 Z P cos(px)

p=1

a) Montrer que la fonction k est définie et continue sur R.
On note E 'espace des fonctions continues 27-périodique. Pour f € F, on pose

1

F(z) = o

2
/ k(z—t)f(t)dt
0
b) Exprimer F(x) a l'aide des coefficients de Fourier de f.
En déduire que F est élément de F et exprimer ses coefficients de Fourier en
fonction de ceux de f.
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Inégalités et séries de Fourier

Exercice 43 [ 00965 ] [correction]
[Inégalité de Wirtinger]
Soit f : R — C une fonction 27 périodique de classe C' telle que

2m

f=0

0

a) Relation entre ¢, (f) et ¢, (f')?

b) Montrer que
2 27
[ ok as [Tiror
0 0

et préciser les cas d’égalités.

Exercice 44 [00433] [correction]

[Inégalité de Poincaré]

Soit f:[0,1] — R de classe C! vérifiant f(
1

0=
1 1
2 - / 2
| sarar< 5 [ ) a

Observer que la constante de majoration ne peut étre améliorée.

(1) = 0. Etablir

Exercice 45 [o02752] [correction]
Soit f : R — R une fonction 27-périodique de classe C! et vérifiant

27
ft)ydt=0
0
Montrer que
T

2
2 / 2
1M%< [ oPa

Séries de Fourier et équations différentielles

Exercice 46 [ 00967 | [correction]
Déterminer les solutions 27 périodiques de 1’équation différentielle

y// + eity =0

Exercice 47 CCP MP [03331] [correction]
Soit o € C\iZ et f continue sur R & valeurs dans C et 27-périodique.
Soit y solution de I’équation

Y +ay=f

a) Montrer que y est de la forme

y(z) =e " (y(O) + Oz f(t)eatdt>

b) Montrer que y est 2rw-périodique si, et seulement si, y(0) = y(27) (on pourra
utiliser que z(x) = y(x + 27) est solution de I’équation différentielle).

¢) En déduire qu’il existe une unique fonction ¢, 2w-périodique solution de
I’équation différentielle.

d) Montrer que ¢ admet un développement en série de Fourier et ’exprimer en
fonction des coefficients complexes de f.

Exercice 48 [03327] [correction]
Soit f : R — C 2m-périodique dérivable telle qu’il existe A € R vérifiant

VteR, f'(t) = f(t+A) (¥)

a) Montrer _
Vn € Z, (in —e™)e,(f) =0

b) Pour quel(s) A € R existe-t-il des fonctions 27-périodiques, autres que la
fonction nulle, vérifiant (*)?
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Exercice 1 : [énoncé]
Par la formule du bindéme

2n
Con, (D)7 2n k 2(n—k)if
sin“™" 0 = 52 §<k>(_1) e

On en déduit

27 9 1 2n
4In:/ sm”@dé’:? 27
0 2\ n
puis
I = (2n)! =«
(27n!)? 2

Exercice 2 [énoncé]

a) [T (P(e)2e?d0 = [1Q(e)]} = —i[Q)]-, = [, (P(£))*dt avec Q une
prlmltlve de P2
b) [, (P()2dt > [y (P(1))*dt = HZO mZ_ it et

|—i [y (P(e))%edf| < [ |P(ei9){ o= 7Tkgo g

Exercice 3 : [énoncé]
a) Pour § € ]0, 7|
J5 (L4cost)"dt [ (1+ cost)™dt

4 " (14 cost)™dt
/ an (1) dt’ <=2 e < Js
s Jo (1 +cost)rdt J25 (14 cost)n dt

20(1 4 cos )™

Or par convergence dominée
f;(l—f—cost)”dt_/7T 1+ cost ndt 0
(14cosé)"  Js \1+cosd n—+00
/ gn(t)dt — 0
5
5
/ t)ydt — 0

Ainsi

et par parité

On en déduit hm féqn (t)dt =1 car [T gn(t)dt = 1.
b) On a

T

gn(2) — f(z) = / G ()(f (1) — f(z)) dt

—1T

Puisque f est continue sur le segment [—m, ], elle y est uniformément continue.

Pour € > 0, il existe 6 > 0 vérifiant

lz—yl<d=[f(z) - fly)<e
On a alors

)
< / eqn(t)dt <e

=

)
‘ / a(®(f 1) = f(a)

Mais puisqu’on a aussi

T

/ﬂ n(t)(f (z — 1) f(w))dt‘ < 2IIJ“’IIOO/ qn(t) dt
é 6

pour n assez grand,

/ T O —1) - f(x))dt| <e

et finalement |g,(z) — f(z)| < 3¢ indépendamment de z.
¢) Par le changement de variable u = x — t et par 2m-périodicité,

gn(t) = _ﬂ fw)gn(z —t)dt

et en développant, cette expression se percoit comme un polyndéme
trigonométrique.
On a démontré le théoreme de Weierstrass dans sa version trigonométrique.

Exercice 4 : [énoncé]
Soit P un polynoéme solution.
Le polynéme P est non nul, on peut introduire son degré n et ’écrire

P = Zaka avec a, # 0
k=0

Puisque | P(e')| = 1 pour tout ¢ € R, on a P(e')P(e’t) = 1.
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Mais

n n
P(e e” g g agage’

k=0 ¢=0

et en développant on obtient
anaoemt + (andl + an_lc_Lo) €
(anan+...+a0a0)+...:1
On en déduit a,ag = 0, anay + an_1a0 =0,. ..,

AnQpn—1+ Gp_1Qp_o+ - -+ aijag =0 et (an&n + -4 aoéo) =1

Puisque a,, # 0, on obtient successivement ag =0, a; =0,..., a,—1 =0 et
|an|2 =1

Ainsi P(X) = aX" avec |a| = 1.

Inversement, un tel polynéme est solution.

=Dt 4 (ap82 + Gn-181 + ap-2G2) €MD 4 4

Exercice 5 : [énoncé]
Par Cauchy-Schwarz :

(Z ol ) el < g [ OFax

ce qui permet de conclure.

Exercice 6 : [énoncé]
a) cn(f/) = chn(f) et Cn(f/) *> 0 donc Cn(f) = O(I/H)
b) S, (f) = coeo + Z crer + Z C_pe_k avec ey, : t — et vérifiant llexll = 1.

k=1 k=1
Puisque > |c,| et Y |c_y| converge, on établit la convergence normale des séries

de fonctions > cpep, et > c_pe_y,. Ainsi la suite (S, (f)) des sommes partielles de
Fourier converge uniformément sur R. Notons S(f) sa limite. Or ||. ||, < || .|«

donc S, (f) —= LEEN S(f) entraine S, (f) I, S(f) mais puisque f est continue, on

a aussi Sy, (f) &) f et donc par unicité de limite S(f) = f.

Puisque les fonctions e,, sont C' et vérifient ||c el || = |n||cn|, on peut par
convergence normale affirmer que la fonction S(f) = f est de classe C'.

Exercice 7 : [énoncé]
a) co(fP) = (in)Pe,(f) et c‘n|(f(p)) — 0 car les coefficients de Fourier d’une
fonction continue par morceaux tendent vers 0.

b) La série de Fourier de f, ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre p converge
uniformément sur R, donc la somme de la série de Fourier de f est de classe C? et
de plus elle est égale a f car elle converge aussi quadratiquement vers la fonction
continue f.

Exercice 8 : [énoncé]

a)

Par 2w-périodicité,

27 —ina 27
Flt+a)e int+a g =& / f(t+a)e ™ dt
0

0 27

en(f) = %

b) Pour tout a € R,

1

(=) =5 [ (10 f+ @)

Pour a tel que na =,

1

L / (P — f(t+m/m) et dt

2¢n(f) = 5

En exploitant 'inégalité proposée en hypothese

2le, Y
en(F)l = M

puis |c, (f)| < L& avec p = L Mne.

no

Exercice 9 : [énoncé]

(=) immédiat par calcul.

(<) SiVn € Z*, ¢, (f) = 0 alors la série de Fourier de f est uniformément
convergente et puisqu’elle converge en norme quadratique vers f, la limite
uniforme de la série de Fourier de f ne peut étre que f.

Ainsi la fonction f est constante.
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Exercice 10 : [énoncé]
Notons S la série de Fourier de f et S, les sommes partielles. Puisque f est
continue :

1 27

3= | =S, a—o
donc

1 27 9

o [ 1) = s =0

car la suite de fonctions (S,) converge uniformément vers f.
Ainsi la fonction ¢ — | f(t) — S(t)|? est continue, positive et d’intégrale nulle, ¢’est
donc la fonction nulle.

Exercice 11 : [énoncé]
a) f impaire donc ¥n € N, a,, = 0. Pour n € N* :

b, = %ffﬂ £(t) sin(nt)dt = QM donc by, = 0 et bapt1 = ﬁ.
pour n € Z : cp = 5= [ f(t)e " "idt = wpourneN“ et 0sin=0.

b) La fonction f étant C! par morceaux, la série de Fourier converge simplement
vers la régularisée de f.

On a aussi

La convergence ne peut pas étre uniforme car la fonction limite n’est pas continue.

¢) La convergence Simple de la série de Fourier vers f(z) en = 7/2 donne :

+oo Asin Pt 4 ;
2 —
pZO (CTESVE: Z 2p+1 =1dot Z 2p+1 =

= 7. L’égalité de Parseval donne

+oo

1 _ _ _
3 07(213“)%2 == [T f(t)?dt =1 donc Z (2p+1)2 =
=
=, =, =™ 1+°° 1 =,
, _ do _
d) > qzexisteet 3o o =3 Gt e ET—
n=1 n=1 p=0 p:l 1=1
J“Z%o(fl)""lf%o 1R e e
n = CpiDZ 1 P28 T 22 12
n=1 p=1 p=1
Exercice 12 : [énoncé]

a) Puisque f est paire : ¥n € N* b, = 0. Pour n € N :
an == [T f(t)cosntdt = 2 [ tcosntdt.

Pour n=0: a9 = . Pourn>0

2 2((-1)"—1)

a, = 2 [Lsinnt]] — fo sinntdt = —3- [cosnt]; = =4
Aussi ¢y = % fﬂtdt = 5 et pour n € Z* :
en =5 " f)e t"dt = L [T tcosntdt = (_i);;_l

too +oo
Par suite S(f)(t) = 2ag + Y ancosnt = T — gkzow.

P (2k+1)2
n=1

b) f est continue et C! par morceaux, la convergence est donc normale a fortiori

simple et uniforme.
2

+oo
c) S(f)(t) = f(t). Pour t =0, on obtient ), m =
k=0
Par la formule de Parseval
= [T (f(t)*dt = jad + 3 Z a3y = % + 5 Z (2k+1)4
+

4

1o )2 143]™ _

Or o= [7(F()%dt = L [1*]7 = = do kz_: @ = 5

400 +o0 +o0 2
d) 3 L existeet Y &= Z 2k+1)2 + 3 Z 7z d’ott Z 1 = Z-. De méme on

n=1 n=1 k=0

: = 1 t
obtient ) 5 = T5.

n=1
Exercice 13 : [énoncé]
a) Sur [0,7/2], on a
f(z) = 42 — n?

et donc f est de classe C! sur [0,7/2] avec
J4(0) = 0 et f)(n/2) = 4

Sur |7/2,7], on a
f(z) = 8xm — 3w% — 422
et cette relation est aussi valable pour = 7/2. On en déduit que f est de classe
C! sur [r/2, 7] avec
Fi(m/2) = 4m et fi(m) =0
Par parité et périodicité, on peut affirmer que f est de classe C* sur R (et un
dessin serait slirement trés convainquant. . .) et f’ est une fonction impaire,
2m-périodique avec
8x six e |0,7/2
o= o2

8T — 8x sinon

a) Puisque la fonction f est paire, les coefficients b,, sont nuls et

2 T
= ;/0 f(t) cos(nt) dt

32.(—1)+1
m(2n+1)3

ce qui donne

a2, =0 et ag,11 =



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Corrections 11

apres quelques calculs pénibles, ou plus simplement apres exploitation de la
relation

bn(f/) = —nan(f)
voire de la relation
an(f") = nbu(f') = —n2an(f)
et en considérant la pseudo dérivée d’ordre 2 de f.

c) Puisque la fonction f est de classe C*, elle est égale & sa somme de Fourier et

donc
too (_1)n+1

vz € R, f(z) = ”2%

Gy cos((2n + 1)t)
=0

En évaluant pour x = 0, on obtient
too (_1)n 3

e
—(2n+1)3 32

Exercice 14 : [énoncé]
_1yn+1
a) agn(f) = % et agn+1(f) =0 pour n € N et b, (f) = 0 pour n € N*.
b) La fonction f est de classe C! par morceaux, il y a donc convergence uniforme

de la série de Fourier vers f. En z = 0, on obtient : f(0) = 2 + Z gr(417);+ 14 donc

+o00 (71)n+1 o
> n2—1 — 4 °
n=1

Exercice 15 : [énoncé]

a) f est C! par morceaux et régularisée donc développable en série de Fourier.
a, = 0 et par intégration par parties b, = 1/n.

Le développement en série de Fourier de f s’écrit

X sin(n
fl =y )

n

n=1

b) Pour ¢ = 1, on obtient

¢) Par la formule de Parseval

+oo

1 1 1/” )

5> 5 =5 | IfOF dt
2

2 ‘N 2 J_,

n=

donc

Exercice 16 : [énoncé]
o (—1)"
a) cn(f) = 2= T
b) La fonction f est C! par morceaux donc la série de Fourier converge
simplement vers la fonction f* régularisée de f.

Ainsi N
shr <=~ (=1)" ,
v R * — mnx
zER (@) T n:zfoo 1—in.

Pour x = 0, on obtient

Or
+00 +oo
( 1) 1 (=1)"2
=-1 =-1
n;@l Jrz 1—m+1+in Jrnz:;)nQ—i—l
Par suite

in (- 1 (1 LT )
~ n2+1 2 shr
De méme avec x = 7, on obtient

=1 1
Zn2+1 5(1+7rcoth7r)

Exercice 17 : [énoncé]

a) b, =0pourn>1eta,= (—1)"‘173&5217% pour n € N. La série de Fourier de

f converge normalement vers f car celle-ci est continue et C' par morceaux. Par

—+oo
: __ sinam __1\n—1_2asinam
suite f(x) = =22 +n§1( )" e tagy cosna.
JFOO( 1r1 1
_ : - _ _ _am _
b) Pour x = 0, on obtient El = 5,7 (1 Sin(aﬂ)) et pour x = T,
e
+oo
1 _ l—amcot am
Z n2—a?2 202 .
n=1
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+o0
c¢) Il y a convergence normale de Y, —1— pour a € [0,1/2] donc quand

n=1

“+o00 1 +oo 1

=5 = lim .
n=1 n a—0 ngl nf—a

2 N

Quand = — 0, cotx = % — %x + o(x) donc quand o — 0, 1_(’3# — & dou
400

1 _ =

n2 = 6"
n=1

Exercice 18 : [énoncé]
a) b, =0pourn >1eta,=(-1)

n _2ashar

m(a?2+n?)
converge normalement vers f car celle-ci est continue et C' par morceaux. Par
suite

pour n € N. La série de Fourier de f

+oo

sham n 2asharm
f(z) = o + Z (-1) 777(0(2 7 CcOSNT

n=1

b) Pour z = 0, on obtient

S A B (L
—n?+a? 202 \ sh(an)

et pour z =,

Jio 1 amcoth(ar) —1
—n?+a? N 202

Exercice 19 : [énoncé]
a) S(t) est définie sur R\Z.
b) ay, = (_1)77,—1 2asin am et bn =0.

m(n2—a?)
c) Puisque f est continue et C' par morceaux, le théoréme de convergence
normale assure que la série de Fourier de f converge vers f sur R.
d) Pour x = 7, on obtient :

. +o0 .
sin a 2avsin ar
cos am = — g

2 _ 2
am — m(n* —a?)
donc
+§ 1 - 1 7 cot arr
n2—a?2 202 2a¢
n=1
puis
1 T cot am
St)y=—-—— ———

202 20

Exercice 20 : [énoncé]

Soit f la fonction 27 périodique paire définie sur [0, 7] par f(t) = sint. f est
continue et C! par morceaux. Sa série de Fourier converge donc normalement vers
f et cela permet d’écrire

—+oo
1
Vt € [0,7],sint = §a0(f) + ; an(f) cos(nt)
d’ou le résultat.

2 [T 1 ("
an(f) = ;/0 sint cos(nt) dt = ;/0 sin(n + 1)t — sin(n — 1)t dt

Sin=1,
a(f) =0
Sin # 1,
u _ 1 _cos(n+ 1)t ﬂ_l _cos(n — 1)t W:_2(1—|—(—1)”)
n(f) W[ n+1 ]0 7T|: n—1 L m(n? —1)

Exercice 21 : [énoncé]

Le probléme est qu’ici f n’est pas de classe C! par morceaux puisqu’elle n’admet
de dérivée a droite et a gauche en 0.

Pour n >0,onab, =0et

1 [T sin(nx)

2 T 2 T
a, = ;/0 vV cos(nz)de = — [\/Esin(nl‘)]o T onw 0o VT dr

donc 1 (™ sin(ne) 1 " sin(u)

sin(nz s

-t dz = - d
n nw Jo N v n3/2r Jo Vu ‘
Or l'intégrale
T ginu

du

o Vu
est convergente comme on peut le vérifier a ’aide d’une intégration par parties sur
[1, +o0]
Par conséquent, a,, = O (1 / n3/ 2) donc la série de Fourier de f est normalement
convergente.
Etant continue, la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers f et
donc sa somme est égale a f.
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Exercice 22 : [énoncé] Exercice 23 : [énoncé]
a) La fonction 2m-périodique étudiée est continue et de classe C! par morceaux a) b, =0pourn>1leta,= (—1)"‘1% pour n € N.
dont développable en série de Fourier. b) La série de Fourier de f converge normalement vers f car celle-ci est continue
1 .
2a(71)” sin(cmr) et C* par morceaux. Par suite
n et bn =0
m(a? —n?) sinar <X 2acsin am
_ _1\n—1
La valeur en 0 de ce développement permet d’établir : fla) = an + Zl( 1) m(n? — a?) cos(nz)
n=
o n
1+ 202 Z (-1) __ar Pour x = 0, on obtient
2 sin(am)
. . “+o0 —1
sin a7 sin ar -1

. | = ST st g CUT
b) Par convergence normale, la fonction o — Z P )QQ est continue sur [0,1/2]. am am nT—a
En passant a la limite quand o — 0, on obtlent puis la relation voulue.

a—1
1 o -2 c¢) La fonction f : t1»—> S est déﬁrllie et continue par morceaux sur |0, +oo[. On
[ (R L -0 o ia - . o s s
a aao (2a2 <sin(om) )) 2 vérifie f(t )t—>ot et f(t )t~>+oo == ce qui assure I'intégrabilité de f.

c) 1 a1 1 +oo 1 N
+oo ja—1 1 4a-1 +oo ya—1 dt = t"*“*ldtz/ (=1)rgnte 1dt+/ gt
t t t / /
/ dt:/ dt+/ dt o 1+t o,;) Z
0 0 1

1+t 1+t 1+t = n=NE
/1 o1 1 +°0 - Z - 1 +ZO:O - 1 N N (_1)77. 400 (_1)77.
dt = / et gy = / 1)~ ”dt+/ (—1)" et dt / (—1)rteldr =
o 1+t 0 L INh1 0 nzz% T;Jn—&—a N—+o0 T;Jn—i—a
Par le critere spécial des séries alternées, la convergence de la série étant acquise par le critére spécial des séries alternées.
+oo 1
1 too
e e < / t Nt = o = 0 pngntel gy / Ntogy L
n— N+1 0 tat e N+1 [0,1] N+l+a
done 1 ja-1 +oo 1 +o00 (—1)» la majoration du reste étant obtenue par le critere spécial des séries alternées.
/ dt = Z/ (—1)rgeitn = Z ~ On peut alors affirmer
0 1 + t — 0 — n + « 1 a—1 “+oo n
n=0 n=0 / t At — Z (—1)
Par u = 1/t, o 1+t — n+o
“+00 ta_l 1 = 400 (_1)n—1 "=
/ dt = / du = Z - Puisque
1 1+1¢ o u+1 = n—-a +oo ya—1 1, —a
R , / dt = / du
par la méme démarche qu’au dessus. 1 14+t wu=1/t )y u+1
Par suite

on a aussi

/+OO toz 1 + 2 Z iy +oo ta 1
2 19 - _
o 14t a2—n2 sin(am) /1 *E n+1—a
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On en tire N N
+o0 ja—1 o n 0 n—1
t 1 (=1 (=1
dt = — -
/0 1+1¢ a+zn+a+z n—a
n=0 n=1
puis

+oo toz 1 — T
Z 192 =
A 1+t + Z sin(om)

Exercice 24 : [énoncé]

dries S 1 I
a) Les séries ) — g oy et > — Tlarzamz sont absolument convergentes
n=1 n>1

donc f est définie sur R.

1 = 1 1
f) = a? + x? + nZ::l <a2 + (z — 2nm)? + a?+ (z+ 2n7r)2>
est paire.

b) Par translation d’indice, on observe que f est 2m-périodique.

Posons
1 1

+
a?+ (z —2nm)?2 o+ (x4 2nm)?
fn est de classe C1, >~ f,, converge simplement et > f/ converge normalement sur

[, 7] donc f est continue et C! par morceaux donc développable en série de
Fourier.

c)

f(x) =

/+°° cost meb
——dt = —
oo D242 b

d) f est paire donc b,, = 0 pour tout n € N*.
Pour n € N,

cos(nt)

cos(nt)

avecb:anpourn;éOetaO:%.

e)

1 = e%(cost — 1)

1 1 1 1
t an t)=—|-1+Re——— | =—
J) = 2a+ Ze cos(nt) = a( + elea“t) al—2e%cost + e

(sauf erreur. . .)

Exercice 25 : [énoncé]
a) La fonction f est de classe C! par morceaux et régularisée donc développable
en série de Fourier.

a, = 0 et par intégration par parties b, = 1/n.
Le développement en série de Fourier de f s’écrit

_ XX sin(nz) _
fa)=3% = S(z)

n

b) Pour & = 1, on obtient

Ji:.osinn_ﬂ—l
n 2

n=1

La fonction g est de classe C! par morceaux et continue donc développable en
série de Fourier.

a, =0 et
mQ/”‘
™ Jo

1 2 (7
tsin(nt)dt + — / T
TN

sin(nt) dt

Apres calculs

™ ™ JFOO
1 1 cos(n
. t )=~ ) gt
a T Jon f( )COS(n ) 7_{_/ CL2 +t2 t+— / Cl2 n (t _ 2”77)2

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

cos nt

“+o00
—dt
Z / a? + (t — 2nm)?

En translatant les intégrales,

1 [t t oo
%:,/ (?m)&zﬁ/ SO du
7w o a®+ 12 7 J)_o D%+ u?

t
2+ (t + 2nmh a alors

c¢) Par la formule de Parseval

sin®n g 9 T —1)32
*Z == [C1ator ae = =20
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Exercice 26 : [énoncé] avec
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz oo N41iN+2)8 LNt
len| = et 8 gy = teidt < Bl g= !

4o 400 ) 400 ) ~ 1 — te® = o Mo mG(N + 2)

S Jan(Dan(@) < 3 lan(HE S lan(g)? < +oo n=N+

n=1 n=1 n=1 ol

— i i0
La série servant a définir h s’avére donc normalement convergente d’oti I’existence, mp = min {|1 —te’| /t €[0,1]} >0
la continuité de h et la reconnaissance immédiate de ses coefficients de Fourier. Ainsi
3 1 too +oo 1)6
De plus / Z pain )0 gy — Z ez(n;rl)
n
9 n=0 n=0
1 ao ao ap
310 < LS i < P 4 LS oy 1 5
Re D el dt) Z
Par I’égalité de Parseval : i
Finalement

1 27 9 1 27 9
)| g\/%/o |F ()] dt\/%A l9@®)" dt <1 flloo 1190l oo

et on conclut.

Exercice 27 : [énoncé]

D’une part

1 too ( | eie 1 1
tretntho qp — / %dt:/ —dt
/ Z o 1—te? g e —t

ce qui justifie 'existence de l'intégrale. On peut alors calculer sa partie réelle

1 1 16 1
dt -t 0—t
e[ ) ([ ) [ e,
o e —t 0 o (cosf —1t)2 +sin?0

e — 1]
D’autre part

1 +oo +oo
/ tn i(n+1)0 dt = / Ztn i(n+1)0 dt+/ Z e i(n+1)0 dt

n=0 n=0 n=N+1

donc
i(n+1)0

Z n+1

n=0

+EN

1 +oo
/ Ztn i(n+1)0 dt =

+oo :
Z cos nf =—In (QSin 9)
n 2

n=1

Exercice 28 : [énoncé]
a) La fonction f est paire donc b, =0 et a,, =

o I

pour n € N*,

) cos(nt) dt.

On obtient ag = 27'1 et a, = M

La série de Fourier est alors

_|_7

310

2 Z sin(na) cos(nt)
n
n>1

En vertu du théoreme de Dirichlet, celle-ci converge en tout point vers la
régularisée de f car la fonction f est de classe C' par morceaux.
Puisque la régularisée de f n’est pas continue, cette convergence ne peut pas étre

(2 sin (¢yiZpyme.

b) La régularisée de f prend respectivement les valeurs 1 et 1/2 en 0 et a.
c¢) Par la formule de Parseval

1 F(t)%dt 9% 41 io 2
2 _% 1N,
o1 Jor 42 "

n=1

On en déduit apres calculs
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d) La fonction ¢ : ¢ — sm L est 1ntegrable sur ]0, +oo[ car continue, prolongeable Exercice 29 : [énoncé]
par continuité en 0 et dommee par t — fz en +o00. a) En représentant la fonction g, on peut voit qu’a la valeur en 0 [27] prés, cette
En découpant ’'intégrale fonction est impaire.
N ) Lo rntl) Par suite o 5
o0 : n «
/ Sln2tdt:2/ sin? td 72/ sin?(na + t) dt an(g) =0 et bn(g):*/ (m —t)sin(nt)dt = =
0 t = Jna (na + t T Jo n
b) Puisque f est continue et C! par morceaux f est développable en série de
et donc Fourier et donc
400 -2 +oo 2 +oo
sin® ¢ sin? (na) sin? (na —|— t) sin®(na) ao(f)
dt = dt = i
/0 2 Z Z / [ ot o) v e [0,2n], £(t) = “F + Z (an(f) cos(nt) + by (f) sin(nt))
— n—
On a o sint De plus, il y a convergence normale de cette série de Fourier. On a alors
sin

o'(t) = T(t cost —sint) ao(f) +00
Yt € [0,2n], (m —t)f(t) = T(w —t)+ Z (m —t) (an(f) cos(nt) 4+ b, (f) sin(nt))

Puisque ¢’ est continue et puisque

3/ 2¢(t) s 0ettY 2<p(t) — 0 avec convergence normale de la série de fonctions sous-jacente. On peut donc
=07 oo intégrer terme & terme sur le segment [0, 27] cette série de fonctions continues et
il existe M € RT vérifiant ainsi obtenir
M 1 2m (f 2m b (f) 2m
vt €10, +oo[, [¢' ()] < 575 o ), (m—t)f(t)dt = (m—t) dt+z /O (m — 1) cos(nt) dt + === /O (7
et en particulier M En reconnaissant les coefficients de Fourier de g déja calculés
vt 1 ") < —=7 oo
S [TLOé, (TL + )a] ) |(P ( )l (na)g/g 1 2 ( t)f(t) u +Z bn(f)
il T — - i)
Par I'inégalité des accroissements finis, on a alors 2m 1
/“ sin?(na + t) B sin?(na) dt /“ . M Qi — \/E v c) Par polarisation
0 (na + t)2 (na)? o (na)3/? n3/2 27 1 2 , 27 ,
. rgoar = ([ @+ a- [0 -0 ar)
puis 0 0 0

Par la formule de Parseval

S [ [ ]

“+o0
1
< M\/az n3/2 CVa
n=1

1 [ ao(f+9)? 1X
o [T a0 ar = U EI IS (£ 02 4 bu(f £ 0))
0 -
Ainsi . ) -
> sin” ¢ _T—a avec an(f £ g) = an(f) £ an(g) et bu(f £ g) = bu(f) £ bu(g).
/0 2 dt = 2 +0a) On en déduit
et quand oo — 0", on obtient 1 (27 an(Ha 1 &>
L[ sty ar = OO ST 0 (Fau(a) + 5 (F)bu(9)
/+°° sin? ¢ g 2m Jo 4 2.3
t= =
0 t2 2 puis la relation voulue.
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Exercice 30 : [énoncé]
Soit g la fonction impaire 27-périodique obtenue a partir de f.
g est continue et C' par morceaux donc développable en série de Fourier.

+oo
Ceci permet d’écrire g(z) = > b, sin(nx) pour = € R.
n=1

+oo
= 21 4n sin(na) pour z € [0, ]
n=
Les coefficients de Fourier de ¢’ se déduisant de ceux de g par intégration par

partles et sachant f "¢’ = 2, la formule de Parseval appliquée & ¢’ donne

E: an =2
n=1

En posant a,, = nb,, on a la relation f(x)

Exercice 31 : [énoncé]
a) Par contraposée, supposons la convergence de > a,. La suite (a,) tend alors
vers 0 et est donc bornée par un certain m € R™. On a alors

S

donc
M(r) < me”
puis
InM(r) lnm+r 1
ro T
donc /<1
b) Pour tout » € R*, on a
+ooa
ity on n_int
flre™) = Z e
n=0

Par convergence normale de la série de fonctions sous-jacente

1 —int —a k an n
o /. f(re) dt = k'r 6’”‘_an
k=0
puis
| < 1/277 |f(re™)| dt < M(r)
n! S o o b

et enfin I'inégalité demandée.

¢) Supposons ¢ < 1 et introduisons ¢ € ]¢, 1[. Pour r assez grand, on a

In M(r)

<q

et donc
M(r) <e?”

En prenant r = n, on a pour n assez grand
lan| < —n' ~ V2 =2

avec a = e?/e vérifiant |a] < 1.
Puisque la série de terme général v/2mna™ converge, un argument de comparaison
de série a termes positifs assure I’absolue convergence et donc la convergence de

> .

Exercice 32 : [énoncé]
Posons kj, la partie entiére de n/27. On peut écrire

27k,
Fo() = / f + ) f(1) dt + en(2)

n

avec

1 " 2 21 2
S - < —
@l <y [ I < I

27k,
En introduisant le produit scalaire hermitien usuelle sur ’espace des fonctions
complexes continues 27 périodiques

1 27ky,

— Fla+ft) =kn (fol f)

avec fp :t— f(z+1).
En notant (¢, )nez la suite des coefficients de Fourier exponentiels de f, celle de
fz est (cne““”)nGZ et donc

(fol f) = Z |Cn|zem$

n=—oo

Posons
+o00 2T

2 inx 1
F@)= 3 feaf e = &

n—=—oo

flz+1t)f(t)dt
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ce qui définit une fonction continue 27-périodique.

On a ok
mky,
Fole) = " F(2) + &)
et donc ok
n — 2wk,
|[Fa(2) = F(2)] < ———— [F(2)] + [e(2)]
puis
2w 2w 2
F,(x) - F < —||F —
[Fa(2) = F()| < = | Flloe + — 1511
Puisque ce majorant ne dépend pas de =z,
2 2w 2
1P = Flle < 1Pl + =2 11, =0

et donc la suite (F,),>1 converge uniformément vers F' sur R.

b) On a

+o0 _ +0o
Fa@)] < Y el e[ = > Jeal® = F(0)
n=—0oo n=—oo
donc
[1F'l < F(0)

Exercice 33 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

sinx a a

1—2tcosxz +t2 t—e +t—e—”

avec

sin x 1
4= Gz _o—iw 95
donc ) L1 )
sin x -
— = Re | - . —Rel|te " ——
1 —2tcosx + 2 <it—e”> <Z 1—te_”)
puis

sinx
— BTN s 1
1 —2tcosx + t2 Z sin(n + 1)z

La fonction étudiée étant impaire a,, = 0.

Par convergence normale obtenue via [t| < 1, on a b,4; = t"

Ainsi I'écriture précédente est le développement en série de Fourier de la fonction
étudiée.

Exercice 34 : [énoncé]

— Re (ecos x+1sin z)

10 ine too
= Re Zo = Zo L cos(na).

n= n=
Il reste a justifier que ce développement correspond au développement en série de
Fourier de la fonction.

Puisque la fonction est paire, b,, = 0.

On a
T +0<>
/ — cos(nz) dz

ﬂ'nO

COS T

e ¥ cos(sin x)

Par convergence normale de la série de fonctions engagée,

+oo
Z/ —cosms )dz =2

On a
T oo
/ Z — cos(mx) cos(nzx) dx

Par convergence normale de la série de fonctions engagée,

+ZOO / —; cos(ma) cos(na) da

Or ["_cos(ma)cos(nz)de =0sim#net [©
m =mn # 0.

. 1
Ainsi a, = ;.
Finalement, 1’écriture

. cos(mx) cos(nx)dr = 7 si

—&-oo1

€“®% cos(sinz) = Z — cos(na)
n!

n=0

est bien le développement en série de Fourier de la fonction considérée.

Exercice 35 : [énoncé]
+oo
1 — zcost 1 1 1 1 int | —inty,n
1—2,zcost+22_2<1—(e”z)+1—(e“z)>_2nz_;)(e +e)z

puis
1— zcost
1—2zcost + 22

“+o0
= Z cos(nt)z"
n=0
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avec convergence normale sur [0, 7. Par suite

T 1—zcost ™
_— S t dt:— n
/0 1—2zcost+ 22 cos(nt) 2”

compte tenu de 'orthogonalité des fonctions ¢ — cos(kt).

Exercice 36 : [énoncé]

+o0 pcos(2 1)z too pei(2p+1)ac i
;(—1) ﬁ:m 2:;](— @) = Relsinte)

or sin(e’®) = sin(cos x + isin x) = sin(cos x)ch(sin z) + ish(sin x) cos(cos ) donc

= cos(2p+ 1)x . )
pgo (1)’)(2(;:_1)!) = sin(cos x)ch(sin x)

Exercice 37 : [énoncé]
a) Pour tout ¢ € R on peut écrire

Puisque la série & termes positifs > % converge, on peut par convergence normale
calculer les coefficients de Fourier de f en intégrant terme a terme

1 2 int 1 too 1 27 ) .
o) =g [ wea= 230 [T eemtar
n=0

- 271— 0

Et puisque

1 27 .

— [ eMdt =6k

27T 0
on obtient /

| 1/p! sipeN
eo(f) = { 0 sinon

b) Par la formule de Parseval

+00 1 1 27 )
= o- [ fOF A

nZ:() (n!)? 27r/0

avec

[F(0))* = F(£)f(t) = exp (e" + ") = exp(2cost)

Exercice 38 : [énoncé]
a) On a

n

n n
, , A 1 1 1—1r2
ik Ik — _q oik0,.J o k0 ,.k ' 1=
k;n +kz_0 +kz_% no4oo 1 — ret? * 1—re—i 1 —2rcosf -

b) Par ce qui précede
T Linl

fr(t): Z 1_T26int

n—=—oo

. s . ,,,.'ﬂ T77L

Puisque les séries > ‘m et > ‘m
n>1 n>1

I’écriture précédente est le développement en série de Fourier de f,.

On en déduit le développement en série de Fourier trigonométrique

convergent, on peut affirmer que

1 X 9
fr(t) = - + Z T3 cos(nt)
n=1
Exercice 39 : [énoncé]
1—¢2 _ 1 1 1 d 1—¢2 =1 2 e tn
a') 1—2tcosz+t2 — + 1—tel® + 1—te—ix once 1—2tcosxz+t2 — + El COS(’I’L(E)
e
pour [¢| < 1.
b) cosa = ;—’; et sina = % avec t = tan § € ]—1, 1 donc
COS & _ 1—1¢2
1—sinacosz 1—2tcosz + t2
puis
cos & = o
—_— =142 cos(nx) tan™ —
1 —sinacosx nzl (n) 2

pour z € |0, 7[.

Par parité cette égalité vaut aussi pour x € |—m,0[. De plus par convergence
normale de la série et donc continuité des fonctions engagées cette égalité vaut
encore sur [—m, 7] puis sur R par périodicité.

Enfin la convergence normale de la série de fonctions permet aussi d’assurer qu’on
a bien affaire au développement en série de Fourier recherché.
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Exercice 40 : [énoncé]
a) Considérons la fonction

+oo _ +oo ) _
gr it Z T|n\eznt =1+ Zrn(eznt + efznt)
n=1

n=—oo

Puisque la série > r™ converge, la série de fonctions définissant g, converge
normalement et par suite g, est bien définie, continue et 2w-périodique.

De plus, par convergence normale, on peut affirmer que les coefficients de Fourier
de g, sont les ¢, (g) = rI"l.

On a alors
1 - “+oo - “+oo
% or f(t)gr(t) dt = Z Cn(f)cn(gr) = Z Cnrln‘
n=—o0 n=-—00
b) Par sommation géométrique
“+o00 —+o00 “+o0 1 o 7“2
1) = [n] ,—int _ —it\n ityn _
9 () Z ne Z(re ) +Z(re ) 1—2rcost+r?
n=-—00 n=0 n=1

Il est alors immédiat d’affirmer que g, est a valeurs réelles positives.
¢) On a

1 — 1
> | f)gr(t) dt‘ < */2 [flloe gr(8) At = [[fll ¢ co(9) = [[flloc

2T o 2T

La série Y ¢, est une série & termes positifs. Pour tout N € N,

N N

E ¢, = lim E cnr”
r—1

n=0 n=0

Or
N “+o00
e < Y0 e <ifll
n=0 n=-—oo
donc
N
D en < fllo
n=0

Puisque les sommes partielles de la série Y ¢,, sont majorées et puisque celle-ci est
a termes positifs, on peut affirmer qu’elle converge. Il en est de méme pour la série

Se_n.

Il est alors facile d’établir la convergence normale de la série de Fourier de f et
donc sa convergence. De plus, lorsqu’une série de Fourier converge normalement,
elle converge aussi en norme quadratique et alors sa limite ne peut que la fonction
développée.

Exercice 41 : [énoncé]
a) On a

f(t)Tln‘em(m_t) dt

La série des intégrales des valeurs absolues converge grace au terme géométrique
Il ceci permet d’échanger somme et intégrale afin d’affirmer

A 1 [
S rlen(pene = [ 0P -ty
nez TJ-x
avec ‘
P.(u) = Zrln‘em“
nez
On a )
1 1 1—r
P.(u) = . — ]l =
(u) 1—reiv 1 —pre-iv 1—2rcosu+r?
donc P, € E.

b) En permutant a nouveau somme et intégrale, [*_ P, (t)dt = 27 car
[T et dt = 2765
c¢) Par translation et 2w-périodicité,

Z T|n\cn(f)einz — i

" - 0Pl
nez 2m -

donc

S rle, (£)en — f(x)

nez

-/ T (e —t) - f@) Pat)de

:E .

Pour € > 0, 'uniforme continuité de f sur [—, 7] assure l'existence d’un § > 0
vérifiant :

[z —y[ <= |f(z) - fly)l <e

On a alors
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en ayant observé P,. > 0.
D’autre part,

r—1-

/5 " (fla— 1)~ f()) Po(t)dt —— 0

., 2
en vertu d’une convergence dominée par (IJ;‘%_

De méme

—5
/ (F(z— 1) — f(@)) Po(t) dt —— 0

- r—1-

Ainsi pour r assez proche de 17,

Zr‘"lcn(f)emm — f(x)] <3¢

neZ

Finalement

lim Zr‘"l e = f(x)

—1-
" nez

Exercice 42 : [énoncé]
a) Puisque
Vo € R, |rP cos(pz)| < rP

et puisque la série " rP converge, on peut affirmer que la fonction est définie et
continue sur R car somme d’une série normalement convergente de fonctions
continues.

b) On a

1 27 27 +oo
F(x):% ; f)dt+ — / ercos (x—1t)f(t)dt

Puisque
vt € [0,2x], [r? cos(p(z — 1)) f (1) < [| flloo 77

Par convergence normale d’une série de fonctions continues, on peut intégrer
terme a terme

F(a:):%

Ft)dt+ = Z/ P cos(p(z — 1)) f(t) dt

En développant

cos(p(xz — t)) = cos(px) cos(pt) + sin(pz) sin(pt)

on obtient

F(x) +Zr7’ ap(f

Puisque les suites (a,(f)) et (by(f)) sont bornées, les séries > rPa,(f) et

> rPb,(f) sont absolument convergentes et on peut, par convergence normale,
reconnaitre les coefficients de Fourier de F' a partir de ce développement
trigonométrique

) cos(pz) + by (f) sin(pa))

Vp € Ny a,(F) = 1Pay(f) et by(F) = rPby(f)

Exercice 43 : [énoncé]

a) Puisque f est C', on a par intégration par parties ¢, (f’) = inc,(f).

b) Puisque foh f =0, 0n acy(f) =0. Dautre part f027r /=0, donc ¢o(f") = 0.
Par I’égalité de Parseval :

27 +oo
/0 P di=2 Y leal)P

et
27 “+oo
/0 FOPd=20 3 Jeals)
Or
+oo ) too
S Jealf Z|cn 2+ e Z\cn P tlenE = S lenls)]
donc

2 2T 9
/ F@O dt < / PP dt
0 0

avec égalité si, et seulement si,
Vn € 2%, [en(f) = len(f)] = nlen(f)]

Ceci implique ¢, (f) = 0 pour tout n # +1 et, puisque la série converge
normalement vers f, f est de la forme t — Ae®’ + pe=%.
La réciproque est immédiate.
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Exercice 44 : [énoncé]
Considérons la fonction g définie sur [—7, 7| par

_{ S/
@ ={ G0

La fonction g est continue en 0 car f(0) = 0.

Par construction la fonction g est impaire.

La fonction g est de classe C sur [—m, 7] car g;(0) = £ f/(0) = g, (0).

Puisque g(7) = f(1) = 0 = g(—m), on peut prolonger la fonction g en une fonction
27m-périodique et cette fonction est encore de classe C! car

gy(m) = 2 f'(1) = gy(—m).
Enfin, par imparité de g
/ g(x)dz =0
En vertu de 'inégalité de Wirtinger
/ g(x)?dz < / J (z)? dx

—T —T

site|0,n]
site[-m0[

Par parité, on en déduit

téﬂmxfdxsuéﬂg%w2dx

Puis on obtient alors facilement
1 1

1
F@2dt< — | (F(1)* dt
0 ™ Jo

Pour f(t) = sin(rt) les hypothéses sont vérifiées avec

1 1
| sara=ge [ e a=T

La constante de majoration ne peut donc étre améliorée.

Exercice 45 : [énoncé]
Par le théoreme de convergence normale, la fonction f est égale a la somme de sa
série de Fourier ce qui permet d’écrire

+oo

f) =Y en(f)e™

n—=—oo

avec co(f) = 0 car la fonction f est supposée d’intégrale nulle.
Sachant ¢, (f') = inc,(f), on a encore

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

FOP <Y 5 3 leal)P

nez* nez*

Or .
1 X1 7
Y. =2) 5= 3
newr* n=1
et par la formule de Parseval
s X s 1 [ 2
S lalf ) < X le =5 [ (0 a
neL* n=—oo

On en déduit )
T g 2
fOF < [0 @
0
et I’on peut donc conclure.

Exercice 46 : [énoncé]
Une telle fonction f est nécessairement de classe C* et est égale a la somme de sa

+oo .
série de Fourier. On peut donc écrire f(t) = Y cne™ avec ¢, = 0 (1/n"*) pour
too . T .
tout k€ N.Ona f’(t) = — Y. nZc,e™ donc f”(t) +e™ f(t) = 0 donne

n=—oo
+oo )
> (en—1 — n?c,)e™ = 0. Puisque la série étudiée converge normalement sur R,
n=—oo

Cn_1 = n2c, pour tout n € Z. On en déduit ¢, = 0 pour tout n < 0 et
¢ = co/(n!)? pour tout n € N.

Exercice 47 : [énoncé]
a) On vérifie que

Jrorre O (y(O) + /Om ft)e* dt>
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est solution de I'équation différentielle et vérifie §(0) = y(0) donc par le théoréme b) Si I’égalité
de Cauchy, 7 = y. in=e
b) Si y est 2m-périodique alors y(0) = y(2m).
Inversement, si y(0) = y(27) alors z : © — y(x + 27) est solution de I’équation
différentielle et vérifie z(0) = y(0) donc z = y.
Par suite y est 27-périodique si, et seulement si, y(0) = y(2) i.e.

o Vn € Z, (in —e™)e, (f) =0

y(0)(e*™ —1) = [ f(t)e™"dt

0 entraine

inA

est vérifiée alors nécessairement |n| =1 et alors
et =
ix

Si la condition e'* = i n’est pas vérifiée alors la propriété

avec €2 — 1 #£ 0. Vn € Z,cu(f) =0

¢) Par suite, il existe une unique solution ¢ 2m-périodique & I’équation et donc f est la fonction nulle (en vertu de la formule de Parseval ou parce que f
différentielle, solution déterminée par est de classe C' donc développable en série de Fourier. .. )
o Inversement, si e** = i alors les fonctions
1 at
¢(O) - e2ma _ 1 0 f(t)e de f(t) — aeit +IB€7”
(avec e2™ £ 1 car a ¢ i7Z). vérifient la relation (*) (et ce sont les seules) est parmi celles-ci figurent des
d) Cette solution est de classe C! donc développable en série de Fourier. fonctions non nulles.
N On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des
o0 ) . AT . ot * i i
() = Z e i fonctions 27-périodiques non nulles vérifiant (*) est que e iie.
e reltonz
avec 2
cn = cn(9) = —cnlf — d)/) = —(eu(f) - cn(¢/))
et
cn(9') = inc, ()
donc
_ Cn(f)
" m—+ o

Exercice 48 : [énoncé]
a) On a par intégration par parties

en(f') = incn(f)

1 . 1 . . .
Cn(f/) _ g i f(lf + )\)e—mt dt = %ezn)\/Q f(t + )\)e—m(t—i-)\) dt = eznkcn(f)

On en déduit la relation proposée.



